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１．はじめに 

 本論文の研究動機には２点ある。一つには，２財有効フロンティア曲線は，理

論的には双曲線であり，教科書で散見される楕円形状グラフから得られる印象よ

りもリスク軽減効果は働かないように見える。先行研究は双曲線であることを指

摘はするものの，双曲線特性をとらえ議論を進めている文献は調べた範囲内では

存在しない。加えて，高見（2010）では，２財の積立証券ポートフォリオでシミュ

レーションを行ったが，想定していたようなリスク分散効果は得られなかった。

そのため，実際のポートフォリオではコーナー解で達成することが多いのではな

いかとの疑問をもった。そこで，本論文では，２財ポートフォリオの基本に立ち

返り，有効フロンティア曲線のもつ双曲線特性を調べ，２点と角度θ，曲率 kと

の関係を明らかにする。リスク尺度として標準偏差を用いるが，空売り制約を設

け，大域的リスク最小値とシャープレシオ接点のそれぞれの場合リスク分散効果

がどれほど期待できるかを解析し，過去データでリスク軽減の達成確率を求める。 

 本論文の構成は以下の通りである。第２節では２財ポートフォリオの基礎的考

察を行う。第３節では，大域的リスク最小値の達成条件と達成確率を求め，加え

て，２点と角度・曲率との関係を明らかにする。第４節では，シャープレシオ接

点を調べる。そして，第５節では結論ならびに今後の課題を述べる。 
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２．双曲線特性の基礎的考察 

 ２財リスク資産 U, Vの１期間リターン確率変数 vrr ~,~u で，標準偏差（＞０）と

期待値（∈R）をそれぞれ U（σ
u
, μ

u
），V（σ

v
, μ

v
），両者の相関係数をρとすれば，

財Uをw，財Vを１－wの重み（w ∈R）で加重平均した２財ポートフォリオP の

標準偏差，期待値（σ
p
, μ

p
）は，⑴と⑵式で定義できる。 

      vuvup wwrwrwE   1~1~:  ⑴ 

        vuvuvup wwwwrwrwVar   121~1~: 2222

 
⑵ 

 パラメータ wを消去すると，⑶式が得られる。 
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 簡単のため⑶式右辺μ
p
の項別に係数を A，B，Cとおき平方完成を行うと，⑷

式の通り有効フロンティア曲線を示す点（σ
p
, μ

p
）の軌跡は，（σ, μ）平面上で，

直線 AB 上に頂点がある双曲線のσ＞０部分を表している１。 
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 一方，有効フロンティア曲線を図１のように，左にふくらむ楕円形状で描いて

いる教科書が散見される。それらは，２財の標準偏差より低い大域的リスク最小

値が必ず得られ，シャープレシオが最大になる接点ポートフォリオが必ず定まる

とのメッセージを明示的あるいは暗黙的に伝えている。 

 確かに，教育的配慮は評価すべきであるが，正確性に欠く。たとえば，空売り

制約のある場合（０≤w≤１），パラメータ U（σ
u
, μ

u
），V（σ

v
, μ

v
），ρの値によっ

ては双曲線頂点を表す大域的リスク最小値が達成できない場合，あるいは，

シャープレシオ接線が引けない場合もある。これらのリスク分散効果が当てはま
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図１ 教科書でみられる有効フロン
ティア曲線 

図２ 双曲線（接線が引けない場合）

らない事例は，有効フロンティア曲線が双曲線であることを意識すれば，直感的

に認識できる。たとえば，図２では，無リスクリターンを起点とする直線を点 U

から Vまで動かしても双曲線と交わり接線は引けない２。 

 このように，２財ポートフォリオは，大域的リスク最小値とシャープレシオ接

点ポートフォリオの両面から，教科書が伝えるイメージほどはリスク分散効果が

得られないのではないかという疑問が生まれてくる。そこで，本論文では，基本

に立ち返り，空売り制約のある場合リスク軽減効果はどの程度得られるかにつき，

双曲線特性を意識して考察する。ところで，Cochran（2005），Bodie et al.（2008），

Pennacchi（2008）など多くの資産価格論や２次計画法の文献は，有効フロンティ

ア曲線が双曲線であることを明確に指摘している３。ただし，積極的に双曲線で

あることを活用して，議論を進めている文献は調べた範囲内では存在しない。そ

こに，本論文の意義がある。空売り制約を設ける理由は，ポートフォリオ投資の

制約には，銘柄数，組入上限下限，リスククラス別比率など多種多様であるが，

空売り制約はもっとも自然な制約であると考えるからである４。以下本論文では，

第３節では大域的リスク最小値達成可能性を，第４節では接点ポートフォリオ達

成可能性を考察する。 
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３．大域的リスク最小値達成可能性 

３．１ 大域的リスク最小値達成条件 

 第３節では，２財空売り制約付きモデルで，リスク最小値達成の条件ならびに

可能性について考察を進める。準備のため， px  ⑸， ABy p /  ⑹，

ABACa )( 2 ⑺， 22 )( ABACb  ⑻とおくと，⑷式は  yx, 平面上の双曲線

方程式⑼式で表される。 

 1// 2222  byax  ⑼ 

 点 U（x
u
, y

u
），V（x

v
, y

v
）は，⑼式が表す双曲線上にあるが，空売り制約条件の

下，大域的リスク最小値である頂点が双曲線の弧に含まれるためには，２点の y

座標の符号が異なることが必要十分であり， 0vu yy  ⑽式と同値である。⑹式

と⑶式第１，２項の A，Bを用いて整理すると，⑾式に変形できる５。 
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 最初の係数は常に正なので， )0( uvt  とおけば，⑿式と同値である。 

     01   tt  ⑿ 

 ⑿式を観察すると，ρ≤０の場

合， 0,011   tt とな

り常に成り立つ。ρ＞０の場合，

⒀式が成り立つので，  t, 平

面上で達成領域を図示すれば，

図３の斜線で囲む領域が該当す

る。 

  図３ リスク最小値達成領域
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  1 t  ⒀ 

 ２点指摘したい。多くの教科書では，ρ＝－１，０，１の３通りの有効フロンティ

ア曲線を示し，ρ＝－１の場合はリスクゼロ，ρ＝１の場合はリスク軽減効果ゼロ

というメッセージを伝えているのに対し，ρ＝０の場合は単に中間的な場合とし

か意味づけていない。ところが，今般考察したところ， 0 の場合，空売り制

約付きでもつねにリスク最小値が達成でき，ρ＝０の場合はその境界であるとい

う積極的な意味をもつ。もう１点は，ρ＞０の場合，２財の標準偏差の比が大き

すぎてもあるいは小さすぎても，空売り制約に抵触し，１に近づくにつれ条件は

タイトになる。⒀式の不等式について，Bodie et al.（2009，p.202の注３）は，⒀

式の左側（tの下限）を指摘しているが，右側（tの上限）を指摘している文献は，

調べた範囲内では存在しない。しかし，ρが１に近いとき，空売り制約の条件が

タイトであることは，双曲線状の上限を認識して初めて実感できる。 

 次に，達成確率を計算する準備として，財 UをマーケットポートフォリオM と

みなして考察を進める。２財の組合せは無限にあるが，１つの財をマーケット

ポートフォリオに固定し，σ
u
＝σ

M， Mu rr ~~  とおくと，⒁式の通り整理される。 
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 ⒁式は，マーケットポートフォリオに手元資金で１つの証券 Vを追加する場合，

その証券のβが満たす条件を示している。すなわち，βが１を超える証券はすべ

て排除され，かつ分散比条件もある。これら条件はタイトであり，大域的リスク

最小値を追求する投資家にとって，マーケットポートフォリオに別の証券を追加

しても，達成する機会は限定的であるとのメッセージを伝えている。 

 

３．２ 大域的リスク最小値達成可能性 

 ３．２節ではマーケットポートフォリオにTOPIX をとり，実際の過去データを
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用いて大域的リスク最小値の達成可能性がどの程度かを調べる。東京証券取引所

（2008）の『TOPIX β Value（市場第１部版）』Vol.40を現データ（東証１部1,663

銘柄の2003年１月末から2007年12月末までの月次リターン平均値，標準偏差，

ベータ値から構成）として用いた。別ソースから求めたこの時期の TOPIX のリ

ターン平均値0.112（年率），標準偏差0.133（年率）を用いれば，各銘柄とTOPIX

のとの相関係数ρが計算できる。表１は1,663銘柄の代表値を示している。 

 
表１ 東証１部銘柄リターン代表値 

 最小値 第１四分位 中央値 第３四分位 最大値 平均値 標準偏差
β（ベータ） －0.37 0.69 1.00 1.36 5.51 1.07 0.014
μ（リターン） －56.97 4.98 12.90 21.94 117.36 14.50 0.394
σ（標準偏差） 0.08 0.24 0.31 0.40 1.66 0.34 0.004
ρ（相関係数） －0.12 0.33 0.43 0.52 0.79 0.42 0.003

 

 相関係数ρに注目すると，最小値でこそマイナス値を示しているが，高々－0.1

台であり，第１四分位が0.33と乖離があることから，図３で示した無条件でリス

ク最小値を達成する場合はほとんどないことがうかがわれる。⒁式の条件をみた

す銘柄数は831銘柄，達成確率は全体の49.9％であった。この確率値レベルを評価

するには，他の期間や外国株式銘柄などの比較が必要であるが，少なくとも教科

書のグラフから得られるイメージよりは，小さい確率であると考えられる。 

 

３．３ ２財の位置と角度・曲率の関係 

 ３．２節では，リスク最小値の達成確率を考察したが，２財の y 座標が正であ

るか負であるかのみで判定しており，双曲線形状を積極的に意識しているとはい

えない。本来，「曲線は曲率によって定まる（小林（1995，p.８））」ので，双曲線

上の２財の位置と角度・曲率との関係を考察する。 

 まず，  yx, 平面上の一般的な双曲線⑼式は， coshax  ⒂， sinhby  ⒃  

）（ Rba  ,0, とパラメータ表示できる。角度θを頂点（a, ０）に対応する 0
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から正の方向に動かすと，双曲線は右に曲がりつつもその曲がり方は次第に弱ま

り，漸近線 xbay )( に近づいて行く。反対に負の方向に動かすと，左に曲がり

つつも次第に弱まり，漸近線 xbay )( に近づいて行く。この曲がり方の程度

を単位法線ベクトルの倍率として示す計量が曲率  k であり，

    2/32222/  coshbsinhaabk   ⒄と表わすことができる。⒄式をθで微分

すると，       2/522 2/)2/3(  sinhbaabk   ⒅となり，θ全域で負値ではある

が（つねに右に曲がる），±∞で０に漸近し， 0 すなわち頂点（a, ０）で最小

値－a/b2をとり，いちばん右に曲がる。 

 次に，ρと双曲線⑼式上の２点 U（σ
u
, μ

u
），V（σ

v
, μ

v
），そして曲率の関係を調

べる。曲率は⒆式の通り変形できる。 

       2/322222/32222 )/(1//  abaabcoshbsinhaabk   ⒆ 

 そこで，⑶式の A，B，C項を経由して，⑺，⑻式の a，bが決まり，具体的に

点 U，Vに対応する曲率値  uk  ，  vk  が求まる。 u は対応する u と B/Aとの

位置関係で，⒇式に合致する符号の数値を選ぶ（ ABu / なら正， ABu / な

ら負符号）。 ABu / の場合は，頂点（a, ０）に位置する場合に該当し， 0u

をとる。 v も同様に（21）式で表現できる６。 

 
      






  1// 2aalogaarccosh uuuu   ⒇ 

 
      






  1// 2aalogaarccosh vvvv   （21） 

 ここで，３．２節のデータを用いて，1,663銘柄と対になる TOPIX の角度と曲

率  MM k  , は⒇式で U＝M とおき，それぞれも銘柄の角度と曲率は（21）式で得ら

れる。また，表１データで大域的リスク最小値を達成する条件⑽式を角度パラ

メータで表せば（22）式となる。（22）式を用いて，達成確率を計算したところ，50.4%

と３．２節とほぼ等しい数値を示すことが確認できた７。   
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 vMv   00 Mまたは  （22） 

 

３．４ 曲率・角度情報から双曲線を決定する手法 

 ３．４節では，見方を変えて，点 U，曲率，角度を与えた場合，双曲線上の点

Vの位置を求める手法を考察する。点 Uがどれほど双曲線の頂点に近いか，どれ

ほど瞬間的に曲がる場所に位置しているかを意識する見方である。これまでの考

察と対比させれば，３.３節では，パラメータ U（σ
u
, μ

u
），V（σ

v
, μ

v
），ρを与えて，

   vuvu kk  ,,, を決定する問題を考えたが，３.４節では，U（σ
u
, μ

u
），  uu k  , ，

ρを与えて，双曲線形状と V（σ
v
, μ

v
），  vv k  , を決定する問題を考察する。 

 点 U（σ
u
, μ

u
）を固定し，点 Uに対応する曲率と角度  uu k  , を与えると， yx,

平面上では， uu cosha  （23）， uu sinhyb  （24）式の関係が成り立つ。（23）式よ

り，双曲線方程式⑼式のパラメータ aは決定できるが，（24）式では未知数 y
u
を含む

ため，⒄式の曲率の定義式を用いて未知数 y
u
を決定する。すなわち，⒄式の両辺

を２乗し，（23），（24）式を代入し整理すると 2
uy に関する３次方程式（26）式が得られる。 
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 （25）式を解くと，正の２実根（26），（27）式が得られる８。ただし，arccosは第２象限

にとる。 
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 （26）式から     （28），（27）式から，      （29）の合計４通りの uy 値が

算出されるが，与えられた角度 u の符号に一致する uy を選択するため，２通り

の uy 値にしぼられる。また，⒃式より b の値も決まり，  yx, 平面上の２通りの

21*
uu yy  22*

uu yy 
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双曲線方程式⑼式がそれぞれ決定される。一方，（σ, μ）平面上の双曲線⑷式と

⑼式を経由する関係は， ABy uu /  （30）式である。 u 値を固定して考えてい

るので，（28）と（29）式の２通りの uy 値に対応して，２通りの B/A 値が定まり，

（σ, μ）平面上でも２通りの双曲線方程式⑷が決定される。 

 次に，点 V（σ
v
, μ

v
）を U（σ

u
, μ

u
），  uu k  , ，ρで表すことを考える。V（σ

v
, μ

v
）

が双曲線上にあるとの条件から， 

 uuvv coshcosh    （31） 

 uuvv sinhysinhy   （32） 

 相関係数ρを含む関係式を求めるため， AByuu / （33）， AByvv / （34）

式を，⑶式第１項 A と第２項 B を表す式に代入すれば， AB/ は消去され，（35）

式が得られる。 

   022  vuvuuvvu yyyy   （35） 

 ３つの未知数 vvv y  ,, は３本の方程式 （31），（32），（35）式で決定できる。まず， vu yy ,

を消去することを目的に，⒃，（32）式を用いて（35）式を整理すると，（36）式が得られる。 

 
 vuvu

vvuu

sinhsinh
sinhsinh




/1/1
// 22




  （36） 

 さらに，（31）式を（36）式に代入すると，分子と分母にある u の係数が払われ，（37）

式に整理される。 

 

    2

2

2
2

2

2

2

2

4

22

1
1121



















u

v

u

v

uu

vv

u

v

u

v

sinh
sinh

cosh

sinh

coshsinh

sinhsinh
sinh
sinh

cosh
sinh















  （37） 

 （37）式は， vsinh に関する４次方程式であるが，因数  2uv sinhsinh   で割り

整理すると，（38）式の２次方程式が得られる。 

   012 222222  uvuvuu coshsinhsinhsinhsinhcosh   （38） 
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 （38）式を vsinh について解くと（39）式，それに対応する vcosh も（40）式の通り求ま

る。 

 uu

uu
v sinhcosh

coshsinh
sinh





222

22 1




  （39） 

 
uu

uu

vv
sinhcosh

sinhcosh
sinhcosh






222

2

2
1

1



  （40） 

 最終的に，求める点V（σ
v
, μ

v
）は， vv cosha   （41）， ABsinhbABy vvv //  

（42）の関係式に（39），（40）式を代入すれば，２通りの組合せが求まる。 

 これまで，（26），（27），（39），（40） のように一見複雑な数式を示して来たが，数値を直

接プラグインでき，十分実用に耐えられる。現にExcel®を用いて計算可能である。

ここで，３．２節の過去データから得られた1,663通りの  MM k  , を出発点に，

 vv k  , がそれぞれ２通り，合計3,326通りの組合せ（ vM  , ）のデータが得られる

が，（22）式を用いて，大域的リスク最小値達成確率を実際に計算したところ，56.1%

と３．２節の49.9%とは異なる。これは，マーケットポートフォリオ M で同じ曲

率値をとる対になるシャドー証券というべき仮想証券を想定し，同じ形状の双曲

線を２通りカウントしているからである。 

 

４．接点ポートフォリオ達成可能性 

４．１ ２財の位置から接点を決定する方法 

 ４．１節では，点 V（σ
v
, μ

v
），U（σ

u
, μ

u
）と相関係数ρを与え，接点 T（σ

T
, μ

T
）

ならびに，そこでの曲率 k（θ
T
）と角度 θ

T
を求める。リスクフリーレートを    

f（０＜ f ＜A/B（43））の範囲に固定する９。 

 まず，シャープレシオを表す直線は，リスク回避度を αとし， f （44）

式で定義できる。続いて， ABfg / （45）とおき，（x, y）平面で表すと（46）式で
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表される。 

 gxy    （46） 

 一方，双曲線方程式⑼式を xについて微分すると，（47）式が得られる。 

 
ya
xb

y
2

2

  （47） 

 接線が直線（46）の傾きに等しいという条件 y （48）より，整理して（49）式が得ら

れる。 

   222 / axbgyy   （49） 

 ところが，（49）式を満たす点（x, y）は双曲線上にあるので，双曲線の方程式⑼

式から得られる  1/ 2222  byax （50）を（49）式右辺に代入すれば， 2bgy  （51）式

が得られる。そして，最終的に（45）式より，接点の座標を表す（52），（53）式が得られる。 

  ABfbT //2   （52） 

 
  1

/ 2

2





ABf

b
axT  （53） 

 曲率 k（θ
T
）と角度θ

T
は，⒇式に準じて，（53）式の値を代入すれば求まる。双曲

線方程式⑼式のパラメータ a, bは，（23），（24）式から直ちに決定される。そして，空

売り制限の下，シャープレシオ接点が達成できる条件は，角度パラメータθを用

い（54）式で表すことができる。 

   uTvvT max   ,00 または  （54） 

 （54）式の u を TOPIX のパラメータ M とみなし，達成確率を計算したところ，

大域的リスク最小値達成確率の50.4%よりは大きい61.0%であった。３．２節でも

述べたように，確率値の大小評価は更なる分析を要するが，少なくとも，図２の
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ように内分点では接線が引けない場合が約40%はあることを示している。 

 

４．２ 曲率と角度情報から接点を決定する方法 

 ４．２節でも３．４節に対応して，曲率・角度情報から双曲線を決定する手法を

用い，（54）式条件で接点ポートフォリオ達成確率を求める。ここでは，結果のみを

記載するが，４．１節の61.0%に対し64.2%であった。数値が異なるのは，３．４節

で論じたように，対になるシャドー証券を想定し，同じ形状の双曲線を２通りカ

ウントしているためである。 

 

５．結 論 

 本論文は，２財有効フロンティア曲線は双曲線であることを意識し，空売り制

限の下，リスク分散効果がどれほど期待できるかを分析した。まず，双曲線方程

式で大域的リスク最小値を達成する不等式条件を求めたが，２財の相関係数が正

の場合はタイトであること，過去データでの達成確率は約50%であることを示し

た。また，接点ポートフォリオ達成確率も61.0%にとどまる。次に，角度と曲率

のパラメータで有効フロンティア曲線を表すと，対になるシャドー証券を想定で

き，２倍のクラスで大域的リスク最小値達成確率は56.1%，接点ポートフォリオ

達成確率は64.2％と計算できた。これら，リスク分散効果のレベルを評価するに

は，他の期間や銘柄のデータとの比較を行う必要があるものの，少なくとも教科

書で散見される印象よりは，小さいと評価できる。 

 本論文の特徴は，角度・曲率パラメータを用いた双曲線を意識した分析にある

が，そのファイナンス面での意義は，１証券を固定した上で有効フロンティア曲

線を想定，その曲線上にもう一つの証券があるかを探索するという考え方にある。

２財の場合には，その意義は十分に顕在化しているとはいえないが，発展的に n

財の場合を想定すれば，積極的な意味をもつと考えられる。n財の有効フロンティ
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図Ａ１ ３次曲線の配置

ア曲線では容易に接線が引けるとは考えられない。そこで，２次計画法で求めた

大域的リスク最小値（頂点）を固定し，そこから有効フロンティア曲線と接点ポー

トフォリオ点候補を探索する方法が考えられる。このテーマを今後の課題として

発展させて行きたい。 

 

【数学付録】 ３次方程式   qYpY  3 （ 0, qp ）の正の実根の考察 

 

 まず，３次方程式   qYpY  3 （A１）の根の配置を  ZY, 平面グラフ上で図

示すれば，図A１の通りである。（   3pYZ  曲線（A２）を太線，原点を通る

qYZ  直線（A３）のうち，①~③の場合を図示する）。 

 Y＝－pでY軸と接する３次曲

線（A２）と原点を通る直線（A

３）との交点の Y 座標が方程式

（A１）の根を与えるが，直線①

のように，第１象限で（A２）曲

線と交わらない場合は，１つの負

の実根と，２つの共役複素根をも

つ。この場合は正の根は得られな

い。次に，②のように第１象限で

も（A２）曲線と交わる場合は，

２つの正の根と１つの負の根を

持つ。ただし，③の接する場合は正の重根と１つの負の根に該当する。 

 一方，方程式（A１）をカルダノの公式を適用し解くと，複素数の範囲で，（A４）

～（A６）の３つの根で表現できる。ただし，
3
2

3
2

2
31  sinicos

i



  
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     27/4227/42 22 qppqqppqpY   （A４） 

 
      222 27/4227/42  qppqqppqpY   （A５） 

 
       27/4227/42 222 qppqqppqpY   （A６） 

 直線が①の場合は，平方根 27/42 qp  の中が正で，（A４）式が負の実根，

（A５），（A６）式は共役複素根になる。この場合は求める正の実根は得られな

い。これに対し，直線が②の場合は，平方根 27/42 qp  の中が負になる場合で

ある。（A４）~（A６）の第２項と第３項に含まれる部分を（A７）式の極形式で

表す。 

   sinicosqipqp  27/4/274 2－－  （A７） 

 （  
2
,

4
27

1,
4
27 22

q
p

sin
q
p

cos － ） 

 （A４）式は（A８）と変形できる。 

 

    
 332

27/42 3/13/163





cosqp

sinicossinicosqqpY




 （A８） 

 （A８）の右辺の符号を調べる。（A７）式左辺の平方根＞０の条件から，

2/33 pq   （A９）。（A９）の関係を（A８）に用いれば，（A10）不等式が

成り立つ。よって，正の実根をもつ。なお， 336   より，

   2/13cosinf  の関係を用いている。 

       02/2/133/2/32  pppcosppY   （A10） 

 次に，（A５）式は（A11）式に変形できるが， 03,3  sincos につき，す

3 3

3 3

3 3
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べての項の符号が負になり，求める根ではない。 

 

 

 
















 

















 








 








 








 





























3
3

3
3

3
2
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3
2

3
2

3
2

3
2

3/2

3
2

3
2

3
2

3
2

27/42

3/1

3/163









sincosqpcosqp

sinicossinicosqp

sinicossinicos

sinicossinicosqqpY

（A11）

 

 最後に，（A５）式は（A12）式に変形でき，
32

3
32

1
3
2 

sincoscos 









 

と展開した   の項が正なので，求める正の実根の候補にはなりうる。 

 

 








 

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
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

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


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





 








 


















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








3
2

32

3
2

3
2

3
2

3
2

3/

3
2

3
2

3
2

3
2

27/42

3/1

3/163










cosqp

sinicossinicosqp

sinicossinicos

sinicossinicosqqpY

 

 ところで，（A７）の定義        から（A13）式の ,p の関係式が

得られる。 

 33

2 cosq
p


  （A13） 

 （A13）式を（A12）式に代入すると，（A14）式の通り値域  /2 の範

囲での関数で表される。 

 














 


3
2

3
3/2


cos

cos
qY

 
（A14） 

  

3


sin

q
p

cos
4

27 2

－

（A12）
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 （A14）式を微分すると（A15）式となって定義域の範囲で，単調減少関数で

あることが確認できる。 

 
0

3
2

33
3/2 
















 





sinsin
q

d
dY  （A15） 

 （A14）に   2/Yinf arg を代入すると，   0Inf Y につき，（A12）式は正

の実根をもつ。 

 

 まとめると，直線②の場合は，を第２象限の角度をとり，（A16），（A17）式

の正の２実根を持つ。 

 



























 3/

4
27

3/2
2

q
p

arccoscosqpY －  （A16） 

 





























3
2

3/
4
27

3/2
2 

q
p

arccoscosqpY －  （A17） 

 最後に直線が双曲線と接する③の場合は，正の重根を持ち，共役な（A５），

（A６）式が同型の（A18）式で表される。 

     233 22  pqpqpY   （A18） 

 （A18）を変形すると（A19）式となり，求める正の実根の候補になる。 
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 （A19） 

 ところが，直線③の場合は（A５），（A６）式の平方根の中がゼロなので，

027/42  qp （A20）。これより， 4/27 2pq  （A21）。（A21）式を（A19）式

に代入すると，（A22）式の通り正の重根であることが確認できる。 
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 02/2/3  pppY  （A22） 

 ただし，（A22）の場合は，（A16）の下限，（A17）式の上限の値を表すので，

総括して，３次方程式   qYpY  3 （ 0, qp ）の正の実根は，（A16）と（A17）

式で表すことができる 
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【注】 
                                                 
１ ⑷式の平方根のなかで，A＞０であることは，     0122 222  vuvuvuvu 

で確認できる。一方， 2BAC  の符号も     0/1 22222  vuvuBAC  と，これも
正にて， ABAC )( 2 と 22 )( ABAC  はいずれも実数値をとり，⑷式は双曲線の方程
式として有効である。 

２ Cochran（2005, p.81）は，接線が引けるためには，リスクフリーレート値は双曲線の 2
本の漸近線の交点以下でならないことを指摘している。 

３ Pennacchi（2008）は，はじめ（σ2, μ）平面で放物線であることを示し，その後（σ, μ）
平面で双曲線と説明している点がユニークである。 
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４ Pennacchi（2008，p.41 の注 13）は，空売りポジションは通常の投信では認められてお
らず，ETF 投信であれば，空売りは可能と説明している。しかし，空売りポジション
では追加的な取引コストが発生するため，空売り制約がない場合と同列に議論するのは
現実的ではない。また，Branke et al.（2009，p.685）は，ミューチュアルファンドで実
際に課している代表的制約として，空売り制約に加え，組入証券銘柄総数，特定証券の
構成比，購入単位を上げている。 

５ ⑴式において，w＝１の場合 up   ，w＝０の場合 vp   の値をとり，それらを⑹に
代入している。 

６ ⒇式の平方根の中の値   12

u a を計算すると，       01/1 2222

u  vvua  。
また， 0/ au 。よって， u は実数値をとる。（21）式も同様である。 

７ ３．２節の数値 49.9%と一致しないのは，データの中に β＝１の数値が含まれ，それに
対応する 0M は計算上とれないことによる。 

８ 【数学付録】で（A16），（A17）式に対応する。 
９ （43）式で，リスクフリーレート値が双曲線頂点のμ座標より下方に位置するという条件
は，シャープレシオを表す直線がリスク回避的性向をもつためには，傾きが正で双曲線
と接しなければならないからである。 
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